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Curve C! e C! a tratti in R”

DEFINIZIONI ED ESEMPI

Definizione 1. Sia v = (y1,72,--.,7n) : [@,b] — R™ una funzione continua.

e Diciamo che v ¢ di classe C'([a,b]) se ogni componente
vi: [a,b] = R
¢ di classe C*([a, b]), ovvero se per ogni i = 1,...,n si ha che
— ~; & derivabile su (a, b);
— esistono le derivate

vila+1t) — vi(a) (b +5) = 7i(b)

7i(a) = lim ; e 7i(a):= lim . ;
— la funzione v = (v1,74, - -,75) : |a,b] = R™ & continua.

o 7 (t) = (Vi(),%(),...,7,(t)) & un vettore tangente alla curva ~y nel punto (t).
Se +/(t) # 0, allora possiamo definire il vettore normalizzato
V(1) /
eR™, dove [¥'(¥)=1/(7;(t)
R O = (1)
(1)
' (1)l

2 2

+ (%) -+ (1)

11 vettore ¢ detto versore tangente alla curva nel punto ().

e Diciamo che v : [a,b] — R™ & C! a tratti se v & continua su [a, b] e se esiste una partizione
a=ty <t <tg<---<tp=0>
tale che 7 : [tj_1,t;] — R™ & di classe C*([t;j_1,t;]) per ogni j =1,...,k.

e Diciamo che la curva 7 : [a,b] — R™ & chiusa , se y(a) = v(b).

e Diciamo che la curva v : [a,b] — R™ & semplice, se 7y : (a,b) — R™ ¢ iniettiva, ovvero se vale

2(t) £ 7(s) perogni t#s € (a,h).
Per esempio, la curva
v :[0,27] — R?,  ~(t) = (cost,sint)
¢ semplice.
Esempio 2. La curva
v:10,27] = R?,  4(t) = (cost,sint)
¢ semplice, chiusa e di classe C'. Inoltre, il suo versore tangente &
v (t) = (—sint, cost)
Infatti, abbiamo |Y'(t)| = /cos2t +sin’t = 1.
Esempio 3. La curva
v :[0,47) = R?,  ~(t) = (cost,sint)
é chiusa, ma non & semplice.
Esempio 4. La curva
v :[0,7] = R?,  ~(t) = (cost,sint)
é semplice, ma non chiusa. Infatti v(0) = (1,0) # (—1,0) = (7).
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Esempio 5. Sia f : [a,b] — R una funzione di classe C*([a,b]). Allora la curva
vila b = R () = (4, £(1),

¢ di classe C' ¢ parametrizza il grafico di f. La curva v é semplice, ma non chiusa. Inoltre,

Y=L M) e WHI=Vi+(®)?.

CONCATENAMENTO DI CURVE

Definizione 6 (Concatenamento). Date due curve
v :la,b] = R" e o:[bc —R",
tali che v(b) = o(b), definiamo il concatenamento v * o : [a, ] — R™ come
t se te€|a,b;

Trolt):= {Z((t;: se t i [[b:c}]7
Osserviamo che se v e o sono C! a tratti, allora anche la curva v x o lo &.
Definizione 7. Date una curve 7 : [a,b] — R", definiamo la curva v_ : [a,b] — R™ come

v-(t) :=~v(a+b—1t) perogni tE€Ja,bl.
Osserviamo che se v ¢ C! a tratti, allora anche y_ lo &. Inoltre,
e v & chiusa < 7_ e chiusa;

e 7 e semplice & v_ & semplice;
* /(t)=—"(a+b—t)e[Y[(t) =7 [(a+b—1) per ognit € [a,b].

Esercizio 8. Trovare una curva semplice, chiusa e C' a tratti che parametrizza il bordo dell’insieme

(z,y) eR? : f(z) <y <g(x),

dove:
(1) f(z)=1-2% gx)=a2*—1
2) f(z) ==, g(z) = 2® — .

(3) f(z)=¢€", g(z) =3 —2e".

Esercizio 9. Trovare una curva semplice, chiusa e C' a tratti che parametrizza il bordo del rettangolo
[1,2] x [3,4].

Esercizio 10. Trovare una curva semplice, chiusa e C' a tratti che parametrizza il bordo dell’insieme

(x,y) € By : y>0.
Esercizio 11. Trovare una curva semplice, chiusa e C' a tratti che parametrizza il bordo dell’insieme
(r,y)eBy : y<uz, >0.
Esercizio 12. Trovare una curva semplice, chiusa e C' a tratti che parametrizza il bordo dell’insieme
(z,y) € (a,0) xR = g(z) <y < f(),

dove:

(1) (a,b) = (~1,1), f(x) =22 +1, g(z) = -1 — 22
(2) (@) = (0,1), fz) =* + 2, g(z) = —2* — x.

Esercizio 13. Trovare una curva semplice, chiusa e C* a tratti che parametrizza il bordo dell’insieme

(z,y) € Byyz + ©2>0, 2t —r<y<az?+ou



